
Topologia

Lista 1 (przestrzenie metryczne, zbie»no±¢)

Zad 1. Sprawdzi¢, czy funkcja d : R× R→ R jest metryk¡ na R, gdzie

a) d(x, y) = |x|+ |y|, b) d(x, y) = |x| · |y|, c) d(x, y) = |x− y|2.

Zad 2. Dla jakich odwzorowa« f : X → R funkcja d : X ×X → R dana wzorem d(x, y) =
|f(x)− f(y)| jest metryka w X?

Zad 3. Sprawdzi¢, czy funkcja d : N × N → R dana wzorem d(m,n) =
∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣, m,n ∈ N,
jest metryk¡ w N. Je±li tak, to jak wygl¡daj¡ kule K1(1), K 1

2
(1) oraz K 1

2
(3) w tej metryce.

Zad 4. Pokaza¢, »e je±li (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡, to metrykami s¡ równie» funkcje

d1(x, y) = a · d(x, y), a > 0, d2(x, y) = min{d(x, y), 1}, d3(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
.

Pokaza¢, »e metryki te wprowadzaj¡ na X t¡ sam¡ rodzin¦ zbiorów otwartych, co wyj±ciowa
metryka d.

Zad 5. Uzasadni¢, »e nast¦puj¡ce funkcje na pªaszczy¹nie R2 s¡ metrykami:

de(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (metryka euklidesowa),

dt(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2| (metryka taksówkowa),

dm(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|} (metryka maximum),

dw(x, y) =
√
|x1 − y1|+

√
|x2 − y2| (metryka �wkl¦sªa�),

gdzie x = (x1, x2), y = (y1, y2). Wyznaczy¢ posta¢ kul otwartych dla tych metryk oraz
pokaza¢, »e wprowadzaj¡ one na R2 t¦ sam¡ rodzin¦ zbiorów otwartych.

Zad 6. Uzasadni¢, »e nast¦puj¡ce funkcje s¡ metrykami na pªaszczy¹nie R2. S¡ to odpowied-
nio tzw. metryka studni oraz metryka rzeki :

ds(x, y) =


de(x, y), gdy x, y le»¡ na tej samej prostej

przechodz¡cej przez punkt (0, 0),

de(x, (0, 0)) + de(y, (0, 0)), w przeciwnym wypadku,

dr(x, y) =

{
|x2 − y2|, gdy x1 = y1

|x1 − y1|+ |x2|+ |y2|, w przeciwnym wypadku,

gdzie x = (x1, x2), y = (y1, y2) oraz de jest metryk¡ euklidesow¡. Wyznaczy¢ posta¢ kul
otwartych oraz poda¢ interpretacje �topologiczne� dla tych metryk.

Zad 7. Niech de b¦dzie metryk¡ euklidesow¡, a dd metryk¡ dyskretn¡ na prostej R. Pokaza¢,
»e funkcja

de×d

(
(x, y)(u, v)

)
= de(x, u) + dd(y, v)

jest metryk¡ na pªaszczy¹nie R2 oraz wyznaczy¢ posta¢ kul w tej metryce.

Zad 8. Scharakteryzowa¢ zbie»no±¢ ci¡gu w przestrzeni z metryk¡ dyskretn¡.

Zad 9. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu {an}∞n=1 punktów na pªaszczy¹nie R2 we wszystkich me-
trykach z zada« ??, ??, ?? i ??, gdzie

an an an an
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